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In den Arbeiten [I] und [3] von Doerk bzw. Doerk und kes werden 
diejenigen gessttigten Formationen endlicher au&barer Gr n beschrie- 
ben, deren Projektoren in jeder Gruppe Deck-~~eide-~~tergr~~pen sind; 
es sind genau die Klassen 6, der n-Gruppen und Gi,, der p-nilpotenten 
Gruppen. Eine Losung des entsprechenden Problems Schunck-Klassen 
ist bisher nicht bekannt. 1st 3 eine gesgttigte Formation mit Deck-M&de- 
Eigenschaft, d.h. ist 5 = 6, oder & = (5;p,C3iz, ) so haben 
Schunck-Klassen !&.B Deck-Meide-Eigenschaft, wobei 
q-perfekten Gruppen bezeichne. Die Projektoren zu den KIassen 
namlich gerade die Prod&e der - normalen - I&-Projektore 
-Projektoren. 
hnsbesondere sind also die Projektoren S zu den Klassen 
Gruppe G normal eingebettet, d.h. die Syiowgruppen von S sind zugleich 
Stylowgruppen von Normalteilern von 6. 
1st .$j eine Schunck-Klasse, so bezeichnen wir mit 21 die Rlasse derjenigen 
Gruppen, deren $-Projektoren p’-Grupp sind. Offenbar ist si, eine 
Formation. 1st ferner 5 eine der Klassen !@ , so ist $jp gesgttigt & alle $3. 
In der vorlicgenden Arbeit wollen wir un it Schunck-Klassen mit diesen 
Eigenschaften befassen, d.h. mit Schunck-Klassen 5, fur die gilt: 
jeder Gruppe sind die G-Projektoren normal eingebettet, 
ist gessttigt fur alle p. 
ir nennen diese Klassen abkiirzend NE-Klassen. Eine vollstandige Kerm- 
zeichnung aller AU?-Klassen ist uns nicht gelungen, doch iegen e 
Ergebnisse die Vermutung nahe, daB es genau die erwghnten Klassen * 
sind. Insbesondere beweisen wir diese Vermutung unter einer zusatzlichen 
Voraussetzung an die Klassen sj, . 
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1st die Schunck-Klasse $ eine NE-Klasse, so geniigt sie insbesondere der 
folgenden Bedingung: 
1st G E 9, p eine Primzahl mit p 1 ] G j und besitzt G einen treuen, irredu- 
ziblen Modul M iiber GF(p), so ist such die zerfallende Erweiterung von M 
mit G aus $j. 
Schunck-Klassen mit dieser Eigenschaft fur eine feste Primzahl p wollen 
wir abkiirzend p-E-KZassen nennen. 1st $ eine p-E-Klasse fur alle Primzahlen 
p, so nennen wir $j eine E-Klasse. 
Als Rand von Js wird die Menge derjenigen Gruppen bezeichnet, die selbst 
nicht in & liegen, deren samtliche Faktorgruppen aber aus $j sind. Eine 
Schunck-Klasse & ist also genau dann eine E-Klasse, wenn der Rand von 5j 
aus solchen primitiven Gruppen G mit minimalem Normalteiler M besteht, 
fiir die (I M 1, j G/M [) = 1 ist. Beispiele fur E-Klassen ergeben sich aus der 
folgenden Konstruktion: 
2.1 LEMMA. Sei f e&e Formation. Dunn ist 5 = (G [ G/Gf E CZg,> eine 
p-E-Klasse. 
Beweis. Da13 $ eine Schunck-Klasse ist, ist unmittelbar einzusehen. Sei 
nun G E 4, p j / G j, G besitze einen treuen, irreduziblen Modul M iiber 
GF(p). Sei H die zerfallende Erweiterung von M mit G. Es ist H/MHf N 
G/Gf E G,, , im Falle &!I < Hf also HE 5. Andernfalls ist HE f, da M der 
einzige minimale Normalteiler von H ist. Dann folgt aber G E f und damit 
G E 6,~ im Widerspruch zup j 1 G j ; w.z.b.w. 
Wir werden h%rfig das folgende, vermutlich bekannte Lemma benotigen: 
2.2 LEMMA. Sei $3 eine Schunck-Klasse und CT eine Merge von Primxahlen. 
Dann sind gleichwertig: 
(1) crfi = s3 
(2) G;,$$ = 5 fiir alle p E T, 
(3) In allen Gruppen enthalten die !$Projektoren die r-Hallgruppen. 
Wir bezeichnen weiterhin mit $ji, die Formation derjenigen Gruppen, deren 
$$-Projektoren p’-Gruppen sind. Mit $9’ bezeichnen wir die Klasse der 
Gruppen mit G/G”* E Gjy)f . Natiirlich ist $j C 8”. Nach 2.1 ist $3” eine 
p-E-Klasse und nach 2.2 ferner 6,,&jn = @‘. Der Rand von !?J” besteht also 
aus solchen primitiven Gruppen G, deren minimaler Normalteiler eine 
p-Gruppe ist und fiir die G/M einep’-Gruppe ist. 
2.3 LEMMA. Sei $J eine Schunck-Klasse und G eine Gruppe. 
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(a) Es ist G$g die normale Hiille der p-Sylowpuppea der ~-~~ojekto~e~ 
volz, 6. 
(b) Die !$Projektoren von G liegen in den $jp-Projektoren zlon 6. 
(c) Es ist sjp = (!$q, . I ns b esondere ist die BildzEng von $p eiPze AbschluJ- 
operatiofz. 
Beweis. (a) ist trivial. (b) folgt unmittelbar aus 12; 2.23. (c) Sei GE 
und S ein $I’rojektor von 6. Dann ist S einep’-Gruppe, und es gibt nach (0) 
einen &“-I’rojektor T von G mit S < T. Da dann S ein a,-Projektor 
ist, ist such T E &, ~ Aus T E &” folgt also T e S,, und damit GE 
Die Umkehrung ist eine unmittelbare Folgerung van 6); w.z.b.w. 
2.4 LEMMA. Sei 8 eine Schunck-Klasse. 
(a) Genau dann ist 9 eine p-E-Klasse, wenn @ = !@’ n Gi,$ ist. 
1b4 Genau dann ist 5J eine E-Klasse, wenn $J = p &” ist. 
Beweis. (a) Sei zunachst $ = $p f? S&J, G eine Gruppe aus 5 mit 
p i / G 1 und M ein treuer, irreduzibler G-Modul Faber GF(p). Sci H die 
zerfallende Erweiterung von M mit G. Dann ist t erweise H E G&j used 
weis zu 2.1 aucb I3 E .5jp. Es folgt N 
e. Natiirlich ist B C $p n G,$j. Sei G 
G von minimaler Ordnung nicht aus a. Dann ist G prim&iv. Sei M der 
minimale Normalteiler von G. 1st char M f p, so ist O,(G) = 1, und aus 
G E G;,!+ folgt G E 9~. Also konnen wir char .M = p annehmen. Da G die 
zerfallende Erweiterung des treuen G-Moduls M mit einem omplement H 
von M ist, ist H ei.ne p’-Gruppe, da 5 eine p-E-Rlasse ist. Es 
d.h. G/C% E ES,, . Wegen char M = p ist also G 6 &, . Ist S ein 
van G, so ist folglich S keine p’-Gruppe. Da @/ME ist, mui3 *MS = G 
sein, und da ill die p-Sglowgruppe von G und somit M n S + 1 ist, folgt 
S = G, w.z.b.w. 
b) folgt unmittelbar aus a). 
2.5 L~hfhtA. Sei 5 eine E-Klasse und v(p) = {q j Z, E 5,). 1st 
fi2 alle p, so sind gleichwertig: 
(I> cl8 = 
(2) -J&E% 
(Die Vorazssetxungen sind insbesonderefiir gesiittigte 5, erftiillt.) 
Beweis. Ist S,!?J = F-J, so folgt aus Z, E 6, ist. Sei nun 
Z, E &. Gibt es eine Gruppe aus 4,) die keine p’-Cruppe ist, so ist Z, f 4j, 
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wegen !&, C Qp) . Offenbar ist aber 9 n !& C 6’n, im Widerspruch zu 
Z, E 8. Es gelte nun schlieBlich 5, = 6,~ . 1st GE G,!?J, minimal $5, so 
ist G primitiv, und da $j eine E-Klasse ist, ist offenbar G E +&, . Dann ist aber 
O,(G) = 1, also doch GE%; w.z.b.w. 
Zum AbschluD dieses vorbereitenden Abschnittes betrachten wir den Fall, 
da8 es eine Primzahl p gibt mit & _C 6,t: 
2.6 SATZ. Es sei 5j eine NE-Klasse und TT = {q ( 2, E a}. Gibt es eine 
Primxahlp mit 8 _C 6,l , so ist 5 = 6, . 
Beweis. Nach 2.2 und 2.5 ist $fi = $3. Es bleibt also lediglich 5 _C 6, 
zu zeigen. Sei dazu G E $, G minimal q! 6, . Dann ist G primitiv, und der 
minimale Normalteiler &’ von G hat eine Charakteristik r # T. Da $j < 6,~ 
ist, ist ferner Y # p. Folglich besitzt G einen treuen, irreduziblen Modul V 
iiber GF(p). Sei Gr d ie zerfallende Erweiterung von Vmit G. Da 5~ _C 6,~ ist, 
ist G ein !$Projektor von Gi . 
Nach [l] besitzt G1 einen treuen, irreduziblen Modul W iiber GF(r) derart, 
da13 W, den irreduziblen trivialen G-Modul als Faktormodul enthalt. Sei Gs 
die zerfallende Erweiterung von W mit Gr . Da G ein Sj-Projektor von G1 ist, 
enthglt die Gruppe WG einen !$Projektor S von G, mit G < S. Da S 
normal eingebettet ist in G, , gilt W n S = 1 oder W ,< S. 
Angenommenes ist Wn S = 1. SeiReiner-Sylowgruppe von S. Aus G ,< S 
und Y 1 1 G j folgt R # 1. Da S normal eingebettet ist in Gs , ist R normal 
in den r-Sylow gruppen von G, , die R enthalten. Folglich wird W von R 
zentralisiert. Das widerspricht aber der Wahl von W als treuem Gr-Modul. 
Also ist W < S, d.h. S = WG. Da W, den irreduziblen trivialen G-Modul 
als Faktormodul enthalt, ist [W, G] < W. Also ist K = [W, GIG ein 
Normalteiler von S mit S/K E Gjr , K # S. Aus S/K E $ folgt dann jedoch 
2, f & im Widerspruch zu Y $ T; w.z.b.w. 
3 
1st 5 eine NE-Klasse, so gilt nach Lemma 2.4 $ = & $*. Wir betrachten 
deshalb in diesem Abschnitt zunachst die Klassen @. Dal3 sich die wesent- 
lichen Eigenschaften von $j auf die Klassen 5” iibertragen, zeigen die 
folgenden Lemmata: 
3.1 LEMMA. Sei $ eine NE-Klasse, G eine Gruppe und S ein !$Projektor 
von G. Dann gilt: 
(a) Ist 23, eine p-Sylowgruppe van S, so ist S, eine p-Sylowgruppe von 
Gap. 
(b) Ist G,, einep’-Hallgruppe von G, so ist G$aG,, ein $+Projektor von G. 
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eweis. (a) folgt sofort aus 2.3(a). 
(.b) Nach 2.2 und 2.3(b) k” onnen wir annehmen, d.aB H = G~~G,J ’ 
einem $+Projektor von G liegt. Es geniigt also zu zeigen, daD H in 
P-maximal ist. 
CHenbar kbnnen wir S < H annehmen. Dann ist S ein ~$5~Projektor VOW 
und nach 2.3a) SDH = HS*. Da S, normal eingebettet ist in 6, ist S, ei 
p-Sy~owgruppg van H, und folglich ist H/HQp E 6,~ 9 d.h. H E $J”. 1st Ii > H7 
so ist S ein $-Projektor von Bi, also nach a) S, einep-Sylowg 
und da / CI : 19 / eine p-Potenz ist, folgt p j / U/ Us0 1. Also ist 
in 4;; w.z.b.w. Eine unmittelbare Folgerung ist 
3.2 &x.oL~m. 1st & eine NE-Klasse, so ist $P eke NE-Khe j& de p. 
Wir wohen bernerken, da8 die Umkehrung von 3.2 keineswegs vvahr ist. 
Wir kommen darauf in Abschnitt 4 zutick. Wir woilen jetzt untersuchen, 
wie sich die Tatsache, da0 $r eine NE-Klasse ist, in den zugeh6rigen Forma- 
tionen 3) ausdtickt. 1st $J eine NE-Klasse, so ist nach 3.2 au& $p eme 
NE-Klasse, und nach 2.3 ist !FJ,, = (@‘), . Urn Aussagen tiber 8, zu erhalten, 
nehmen wir deshalb in diesem Abschnitt $?J = $JP an. Das bedeutet naeh der 
im AnschluR an 2.2 gernachten Bemerkung, da13 .$ eine p-E-Rlasse rr& 
ist, bzw. daB der Rand von 9 aus solchen primitiven Gruppen G 
alem Normalteiler M besteht, fiir die M eine p-Gruppe rind G/M 
elm p’-Gruppe ist. 
Es is-t 11 gesiittigt und G,f& = $& . Die lokaie, inklusiire und voile 
Erklarung von 5, liefert eine Formation b(p) mit G&p) = b(p) und 
&, = ~,,$J(_P). Wir halten diese Bezeichnung fest. 
we&. 1st $j eine NE-Klasse, so ist H = GbpG,, em &Projektor von G 
Lemma 3.1 b). Sei R eine p-Sylowgruppe van H. Dar-m ist RG = G-cjs 
und such RN = Ha, nach 3.la). d;! ist normal in einer ~~Sy~owgr~~~e 
P van und folglich ist RG = RPCpt = IFI, also I% = G$n. Zum 
Beweis Umkehrung sei G ein minimales Cegenbeispie!, S em $-Prqjektor 
von G und S folglich nicht normal eingebettet in G. Sei R einep-Sylowgruppe 
van s. 
Nach 2.3(a) ist RG = G8 9 und S liegt offenbar in einer zu H = 
konjugierten Untergruppe, also o.B.d.A. S < R. 1st H < G, so ist wegen 
der Minimalit~t von G als Gegenbeispiel S normai eingebettet in H, also 
R eke 2;Sylowgruppe von Rff = lb&~ Aus I!@~ = @p folgt dann, da8 
440 KAY-UWE SCHALLER 
eine p-Sylowgruppe von Gsn = RG ist. Es bleibt der Fall H = G zu 
betrachten. Dann ist aber G/Gag E 6,~ , also GE $$; w.z.b.w. 
Schon fur E-Klassen gilt das folgende Lemma: 
3.4 LEMMA. Sei jj = $p, $j, gesiitta& und 5, = 6&(p) wie oben. 
Genau dam ist G E lj( p), wenn die p’-Hallgruppen von G aus lj( p) shd. 
Beweis. Sei H eine p’-Hallgruppe von G, HE b(p) und G von minimaler 
Ordnung nicht aus b(p). 1st M ein minimaler Normalteiler von G, so ist 
ilfiY/M E b(p), also per Induktion G/ill E h(p). Folglich besitzt G nur einen 
minimalen Normalteiler M, es ist G/M E b(p) und damit char M # p, da 
6MP) = f?(P). Al so ist GE &, und damit H ein Jj-Projektor von G. Da 
char M f p ist, besitzt G einen treuen, irreduziblen Modul K iiber GF(p). 
Sei Gr die zerfallende Erweiterung von K mit G. Dann ist Gr 6 !&, , da 
G $ h(p). Sei S ein a-Projektor von Gr , der H enthalt. Dann ist S < KH. 
Es ist HE h(p), also KH E 5, . Da S such ein !$Projektor von KH ist, ist S 
eine p’-Gruppe. Das widerspricht aber der Tatsache, dal3 G $ !& . 
Sei umgekehrt G f b(p), H eine p’-Hallgruppe von G und H 6 b(p). Sei G 
von minimaler Ordnung damit. 1st M ein minimaler Normalteiler von G, 
so ist also HM/M E b(p) per Induktion. Wir kijnnen also O,(G) = 1 anneh- 
men, denn sonst ware HM/M N H fur ein M. Es folgt, daR alle minimalen 
Normalteiler von G Untergruppen von H sind und H/M E b(p) fur alle M. 
Wir konnen somit annehmen, daU G nur einen minimalen Normalteiler M 
besitzt. 
Aus char M # p folgt, daf3 G einen treuen und irreduziblen Modul K iiber 
GF(p) besitzt. Sei Gr die zerfallende Erweiterung von K mit G. Da G E 5(p) 
ist, ist Gr E $$$, , d.h. H ist ein .$Projektor von Gr . 
Sei L = KH. Dann ist L ebenfalls aus a,, , da H such ein +$Projektor 
von L ist. Es folgt L/O,(L) E b(p). Da K ein treuer G-Modul ist, ist jedoch 
O,,(L) = 1, also L E h(p) im Widerspruch zu H zL/K $6(p); w.z.b.w. 
3.5 LEMMA. Sei 5 = !@ eine NE-Klasse. Genau dann ist GE !&, , wenn 
Go(“) = H@(p) ist f& die p’-Hallgruppen H von G. 
Beweis. Sei GE&, . Wir beweisen G@@ = Hb(p) per Induktion iiber 
/ G I. Sei M ein minimaler Normalteiler von G. Dann ist per Induktion 
(G/M)b(“) = (MH/M)b(@, also MGb(p) = MHo@). Nach 3.4 ist HG~(@/G~@) B 
I](p), also Ho(p) < GQ(p), und fiir M $ Go folgt Ho(p) = GB(g). Wir 
kijnnen somit M < Gb(g) fur alle minimalen Normalteiler M von G annehmen. 
Da G E !&, ist, ist Go(p) eine p’-Gruppe, also liegen alle minimalen Normal- 
teiler such in H. 
Sei N ein vom fest gewahlten iV verschiedener minimaler Normalteiler 
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van G. Dann ist GQ(D) = NIP”) per Induktion; also ist MEW )= AVW~ 
tir alle min~malen Normalteiler N von G. 
Sei char M = q. Dann ist q # p. Sei ,O eine q’- allgruppe von N und sei 
R = GbCp)Q. Dann besitzt R/HrJ@) nach [I] einen irreduziblen n~chttr~v~a~en 
Modnl &? tiber GIJ(p) derart, dai3 .&b(a)o,H~is) den irreduziblen trivialen 
~~(~)~/~~(~~-~odu~ als Faktormodul (bzw. wegen der ~~o~~red~z~b~~~t~t als 
Teilmodul) enth5.h. Sei L ein irreduzibler Teilmodul des induzierten 
arm enth&It ERIHbCP, nach Nakayama ?? a1s Faktormod~l. Also jiegt 
(9) nicht im Kern von L. 
Den Modul L aufgefaBt als H-Modul bezeichnen wir mit L. Se! V ein 
irreduzibler Teilmodul des induzierten Moduls LG. nn enthalt vH nach 
Nakayzma % als Faktormodul. Es folgt, da13 V ein t er G-Modul ist. Sei 
namlich etwa der minimale Normalteiler N von G im Kern von V. arm 
zentraiisiest N such L als Faktormodul von V, . a HQ(P) im Kerr, von L 
lie@ nach Konstruktion, wird L dann von AJH ) zentralisiert. Wie wir 
jedoch bereits einsahen, ist AU%(p) = b(p) fiir alle minimalen Normal- 
teiler N von 6. Das ergibt einen Widerspruch dazu, daD M nach 
nicht im Kern von I. liegt. 
Sei mm Gr die zerfallende Erweiterung von v mit G. Ware G E h(p), so 
wPre nach 3.4 such NE b(p). Al so k”- onnen wir annehmen, da8 G $ h)(p) ist, 
d.h. es ist G, # 5&, , Sei S ein $j-Projektor von 6, der B enth$t. Da S keine 
p’-6ruppe ist, jedoch F’S/ V wegen G E 8, eine p’-@ruppe ist, liegt die 
$-Sylowgrxppe von S In V. Da S normal eingebettet ist in Gr p mu8 sic 
gleich V sein, d.h. es ist S = LY$. 
iandererseits ist jedoch L ein Faktormodul von vH 1 
Normaheiler T von S, V/C/IT = L, mit I!@(@ < C,(T//T), 
Also ist IUD(*) ein Normalteiler von S mnit S 
(p). Es folgt S/SQ(“) $ CZ9, im Widerspruch z 
ekehrt ED(P) = GQ(*), so ist insbesondere Ga(p) eine p’-Gruppe, 
= 5jP, fiir die zusatzlich h(p) geswtigt ist, Iassen sich 
ilfe von 3.5 beschreiben: 
= $3” eine NE-Klasse. A-C Ij( p) ges&igt und char b(p) = T, 
eweis, Offenbar ist b(p) = C5;, zu zeigen. Da char a(p) = r und b(p) 
gesattigt ist, ist h(p) C 6, . 
Sei umgekehrt G F B, , G von minimaler Ordnung $ b(p). Da h(p) eine 
gesattigte Formation ist, ist G primitiv. Sei M der minimale Normalteiler 
von G und H em Komplement von n/B in 6. Wegen 6,$(p) = 
char M = q f p. Wird h(p) lokd erklgst durch die Formationen {l(r)), so 
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ist insbesondere H $ I(q). 1st G keine p’-Gruppe, so sind per Induktion die 
p’-Hallgruppen von G aus b(p), nach Lemma 3.4 also such G E b(p). Somit 
kijnnen wir G als p’-Gruppe annehmen. Da H einen treuen und irreduziblen 
Modul iiber GE(q) besitzt, narnlich M, besitzt H nach [4] such einen treuen, 
irreduziblen Modul K iiber GF(p). Sei HI die zerfallende Erweiterung von 
K mit H. Aus G&(p) = b(p) und HE b(p) folgt HI E b(p). 
Nach [l] besitzt HI einen treuen, irreduziblen Modul L iiber GF@) derart, 
daB LB den irreduziblen trivialen H-Modul als Faktormodul enthalt. Sei Hz 
die zerfallende Erweiterung von L mit HI . Da H $ I(q) ist, ist H, 4 b(p), 
jedoch natiirlich H, F $j, . 
Es ist LH eine p’-Hallgruppe von H, . Nach Wahl von L ist [H, L] <L, 
also ist LH/[H, L]H eine nichttriviale p-Gruppe. Wegen 2, E b(p) ist 
LH/[H, L]H E h(p), ferner ist HE b(p), und es folgt (HL)b(p) <L. Nach 3.5 
ist (HL)b@) d Hz , da H, E sj, . Somit folgt (HL)@p) = 1, und mit 3.4 ergibt 
sich der Widerspruch H, E b(p); w.z.b.w. 
Die Vermutung liegt nahe, da13 3.6 such ohne die Einschrankung gilt, da13 
h(p) gesattigt ist. Ein Beweis dieser Vermutung ist uns hier nicht gelungen. 
Jedoch la& sich I,(p) etwas einschranken. Sei dazu &, die Klasse derjenigen 
+Gruppen, deren q-Sylowgruppen elementar-abelsch sind fur q # p. 
Offenbar ist & eine Formation mit 6,Q, = @, . Es gilt: 
3.7 SATZ. Sei !?j = $j” eine NE-Klasse und char h(p) = T. Dunn gilt: 
(a) Es ist (I$, Z. b(p) _C 6,) (5, C b(p)fiir T # {p). 
(b) 1st T = {p}, so ist b(p) = GP, 1st T # (p), so mthiilt Ij(p) G~uppen 
beliebiger p-LZnge j& alle q E rr. 
Beweis. (a) Wir zeigen zunachst b(p) _C 6,. Sei dazu Gob, 
G $6, , G von minimaler Ordnung damit. Dann ist G primitiv. Sei M der 
minimale Normalteiler von G und H ein Komplement von iU in G. Dann ist 
HE 6, und char M = Y $ T. Nach 3.4 sind such die p’-Hallgruppen von G 
aus I](p); ist G # 6,, , so sind sie also per Induktion aus 6, , und aus p E QT 
folgt dann G E 6, . Wir kijnnen folglich annehmen, daR G einep’-Gruppe ist. 
Sei H,, das regulare Kranzprodukt Z,j H. Mit Z,* bezeichnen wir die 
Diagonale von HI , d.h. den Normalteiler 2, x ... x 2, . 
IHI-MB1 
Da H regular auf Z,* operiert, gibt es ein Element x E Z,* mit CHl(x) = 
Z,*. Es folgt H n H5 = 1, denn sonst gibt es ein Element h E H mit h” E H, 
also klh~EHnZ * = 1. 
Sei HI = uz, J&H die Zerlegung von HI in Doppelnebenklassen nach H. 
Wir kiinnen 0.B.d.A. annehmen, da6 xi = x gilt fiir ein i. Wir betrachten 
jetzt den induzierten Modul MH1. Da HE Gfl ist, sind H und HI r’-Gruppen. 
Somit sind MH1 und (M”I)~ vollreduzibel. Nach Mackey ist (MHl)H N 
Or=, ((M @ x&~,,-,~)“. Der Summand fur xi = x ist ((M 0 x)~)~. Also 
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enthalt (IU~)~ den regular-en und damit au& den irreduzibien trivialen 
-Modul Z? aPs Teilmodul. Aus HomGF(r)[HI(Zr , (iMH1)H) I# 0 fo& mm 
nach Nakayama die Existenz eines v E HomoF(T)~ri,J.Z~, J@) mit ‘p f 0. 
Sei V ein irreduzibler Teilmodul von Z~/Rern~. ann ist V ein Teii- 
modul von i!111. Nach Nakayama enthalt V, also M als 
es gibt einen Teilmodul T von V, , so da13 V,/T und M 
Wegen der Vollreduzibilit%t von ZF ist V ein Tei 
enthah VH nacb Nakayama such Z, als Faktormodul. Se 
Erweiterung von V mit HI . Dann ist VI7 eine p’ 
Da V,ja M-isomorph zu M ist, ist VIY/lT isomorph zu G. Also ist 
VH/TE T$(p). Es folgt (VH)Q(“) < V. Da NE b(p) ist, ist au& 
und folglich I& E $jD . Aus 3.5 ergibt sich somit ( VZCQ@~) 4 Hz ~ 
minimaler Normalteiier von iYz ist, folgt VI2 E h(p). Jedoch ist n 
such [V, N] < V, also Vff/[V, H]M ein rivia:e r-CCruppe. 
erspricht 2, $I$p). Der Beweis von .C& erfolgt wie der 
vorstehende Beweis: 1st n&nlich G E: C’, , G minimal $ I$$), so besitzt 
einen minimalen Normalteiler M und char M = q E r. Aus GE 
o@enbar, da3 M komplementierbar ist. Dann ist aber M selbstzentral 
und G E Q!,, ergibt, da8 G/M eine q’-6ruppe ist. Da die p’- 
ebenfalls a-us Q?$ sind, kijnnen wir nach 3.4 wieder G als p’-Gruppe annehmen. 
Sei N ein Romplement von M in G. Wie im ersten Teil konstruieren wir 
und einen irreduziblen Hr-Mock V iiber G&‘(q) mit der Eigenschaft, daB 
n irreduziblen trivialen N-Modul und such M abs ~akto~modu~ en&&. 
die zerfallende Erweiterung von V mit I”fi , so ist V@![V, RJR eine 
nichttriviale q-Faktorgruppe von VEi. Aus Z, E b(p) fol 
damit wieder VF2 E b(p). Im Widerspruch dazu besitzt 
isomorphe Faktorgruppe, da VH den Modul M aBs Fak 
eweis von w f f)(p) fiir r # (p] folgt aus (b). 
fb) 1st 7-r = (p}, so ist 6&p) = b(p) C CSD nach (a), also h(p) = 
Sei nun 1~ # (p>. Wir zeigen per Induktion iiber tir dai3 es fiir q E z eiie 
primitive Gruppe GE h(p) gibt mit q-EHnge n. Fur n = 3 konnen wir 
otienbar Z, wahlen. 
Sei nun zun2chst q # p und fur a - I schon eine primitive Gruppe 
G E I)(p) gefunden, die q-Lange n - 1 hat. Sei M der minimale Normaheiler 
von G. Wir kijnnen oJ3.d.A. char M = p annehmen, ist namhch char M # p, 
so besitzt G einen treuen, irreduziblen Modul K iiber G$‘(p), die zerfaliende 
Erweiterung KG ist dann ebenfalls aus 6,$(p) = h(p), und KG hat 
q-liinge n - Y. 
Sei N ein Momplement van M in G. Dann en&& eine p’-Waldilgruppe 
von G. Nach [I] besitzt G einen treuen, irr en Modul V iiber Go 
derart, daR V, den irreduziblen trivialen M als Faktormodul enthah. 
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Sei G1 die zerfallende Erweiterung von V mit G. Da G E h(p) ist, ist G1 E a,, . 
1st R, einep’-Hallgruppe von G, die Ii enthalt, so ist also R!(P) _a G1 nach 3.5. 
Da G E h(p) ist, ist nach 3.4 such R E h(p). Offenbar ist R, = VR, und aus 
[V, H] < V folgt [V, R] < v. Also ist wegen 2, E h(p) und R E h(p) nun 
Rt’“’ < Y. Aus 3.5 folgt dann R, E h(p) und mit 3.4 ergibt sich G1 E h(p). 
Sei nun q = p, Y eine von p verschiedene Primzahl aus T und G eine 
primitive Gruppe aus I)(p) mit p-Lange n - 1. Hat der minimale Normal- 
teiler M von G eine Charakteristik # p, so besitzt G einen treuen, irreduziblen 
Modul K iiber GF(p), und die zerfallende Erweiterung von K mit G hat 
p-Lange n. 
Sei also char M = p, und sei H ein Komplement von M in G. Dann 
besitzt G wie oben einen treuen, irreduziblen Modul V iiber GF(r) derart, 
da0 VH den irreduziblen trivialen H-Modul als Faktormodul enthglt. Sei G1 
die zerfallende Erweiterung von V mit G. Wie oben erhalten wir Gr E h(p). 
Nun besitzt G1 einen treuen, irreduziblen Modul W iiber GF(p), und die 
zerfallende Erweiterung von W mit Gr erfiillt alle Forderungen; w.b.z.w. 
4 
1st 5 = fi, sjp, und sind die Klassen $+’ NE-Klassen fur alle p, so braucht 
$j keineswegs eine NE-Klasse zu sein. Wir wollen in diesem abschlieflenden 
Abschnitt dieser Frage nachgehen. Die folgenden Bezeichnungen halten wir 
im weiteren fest: Fur alle p ist Jjp = (G j G/Gfjv E G;,,> und $ji, = 6,,h(p) 
mit %b(P) = b(P)- 
Offenbar sind $jp = 6, 2, E 5 und $j,, = 6,~ gleichwertig. Ebenso sind 
SjP = G9, und $,, = 6 gleichwertig. Es sei p = (p 1 Z,$ H>. Dann ist 
5 = npE, ep.
4.1 LEMMA. 5% 5 = n,E, !?JP eine NE-Klasse und S ein $Projektor der 
Gruppe G. Dunn ist G@n < S fiiy alle p E p. 
Beweis. Sei G ein minimales Gegenbeispiel und N ein minimaler Normal- 
teiler von G. Dann ist N6@*/N < NS/N per Induktion, also Gap < NS. 
Da S normal eingebettet ist in G, ist N < S oder N n S = 1. Wir kiinnen 
somit N n 5’ = 1 annehmen fur alle minimalen Normalteiler N von G. 
Da GJjg # 1 ist, gibt es einen minimalen Normalteiler M < Gsp. Es ist 
char M = q # p, denn andernfalls ware M < S, da die p-Sylowgruppen 
von S nach Voraussetzungp-Sylowgruppen von Gap sind. Wegen M n S = 1 
ist nach 2.6 ferner 2, $ $. 
Sei R eine p-Sylowgruppe von S. Dann ist R # 1, da RG = Gfig # 1. 
Sei H = MS. Dann ist S ein &Projektor von H, also RX = Hap. 1st H < G, 
so ist per Induktion HBp < S. 
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Es ist f& = R” a RG = G-59. Aus Gp ~ ergibt sich, da8 Gap 
k&e mchttriviale p’-Faktorgruppe besitzt. ne p-Sylowgruppe von 
6@~ ist, folgt aus R < Hap also l!l~~ = 6%~. 
Also kijnnen wir N = MS = G annehmen. Dar-m ,ist S eine maximale 
Untergruppe van G. Aus N n S = I fiir alle minimalen Normalteiler N 
von G folgt also NS = G fiir alle N. Somit sind alle e&ten Faktorgruppen 
van G aus jedoch nicht. Dann ist G aber prim&iv, besitzt also nur den 
minimalen ormaiteiler M. 
Nach [I] besitzt G nun einen treuen, irreduzibien Modul R iiber G8’(pj 
derart, daD Ks den irreduziblen trivialen Modul als Faktormodul entbalt. 
Sei Gp die zerfallende Erweiterung von K mit G. KS enthalt einen 
Projektor SI von GI mit S < S, . Da S, normal eingebettet ist in G!, : 
R < S, oder K n S, = 1. K n S, = I wiirde jedoch SI = S bedeuten, 
fieenbar ist aber S nicht normal eingebettet in G, ) da R f 1 und 
emzige minimale Normaiteiler von Gr ist. Also ist K < SI ) dh. 
a K, den irreduziblen trivialen Modul als Faktormodul enthalt, ist 
< R und somit S,/[K, S]S eine nichttriviale ~-Faktorgr~~pe van SI 
iderspruch zu p E p; w.z.b.w. 
Beweis. Sei Z, $ b(p). Wegen q E p ist b(q) $9~. Al gibt es eine Gruppe 
G E b(q)? die minimal ist mit der Eigenschaft, nicht aus zL: sein. Dann ist G 
primitiv. Sei der minimale Normalteiler von G und N ein Momplemerrt 
van II& in G. Dann ist N ein $j-Projektor von G. Es folgt 
ware M < Gsp, und Gag liegt nach 4.1 in den $-Projekt 
Also ist H eine p’-Gruppe. Da GE b(q) ist, ist B such eine g’-Gruppe. 
Da H einen treuen, irreduziblen Modul, namlich M, iiber GF(T) be&t 
(wobei r = char M), besitzt N nach [4] au& einen treuen, irreduziblen 
Modul K iiber @F(p). Sei RI1 die zerfallende ~rw~~ter~~g von K mit H. 
ann ist HI E 6,$(q) = b(q) und folglich N ein $-Projektor von HI _ 
Nach [I] besitzt HI einen treuen, irreduziblen Modul Y tiber GQ) derart, 
af3 V, den irreduziblen trivialen Nodul als Faktormodui enthalt. Sei H, 
die zer5a’allende Erweiterung von V mit . Da $j eine NE-K1 
entweder H oder 5% ein $+Projektor von . V,%re jedoch $%! E 
G E , da V, den irreduziblen trivialen Modu1 als Faktormodui entha’it, 
Also ist H eirm $$Projektor von H2 . Da N eine p’-Grup 
und damit HI E b(p). Aus q 1 j b-I, / ergibt sich jetzt mit 
Widerspruch zu 2, $ b(p); w.z.b.w. 
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Beweis. Wir zeigen h(p) _C lj(q) fiir allep und q. Sei dazu G E b(p), G von 
minimaler Ordnung $ lj(q). D arm besitzt G genau einen minimalen Normal- 
teiler M, und es ist char M # q. Folglich ist G E 6, . Wir betrachten zunachst 
den Fall char M # p: 
Dann besitzt G einen treuen, irreduziblen Modul U iiber GF(p). Sei Gi die 
zerfallende Erweiterung von U mit G. Dann ist G1 E h(p) und wegen 
GE@, such G,E$*. 
G1 besitzt nach [l] einen treuen, irreduziblen Modul Y iiber GF(q) derart, 
daB Vc den irreduziblen trivialen G-Modul als Faktormodul enthalt. Sei Ga 
die zerfallende Erweiterung von V mit Gr . Dann ist G,“g = V, da Gr 4 b(q) ist. 
Sei H eine p’-Hallgruppe von G. Dann ist VH eine p’-Hallgruppe von Ga . 
Wegen [V, Gj < V ist VH/[V, H]H eine nichttriviale q-Faktorgruppe von 
VH. Da G E b(p) ist, ist nach 3.4 such HE h(p); ferner ist nach 4.2 2, E h(p), 
so daR sich (VH)fJ (P) < V ergibt. Da Gi E b(p) ist, ist G, E Gsj, . Nach 3.5 
und 2.3 ist also (VH)@(“) g Ga und somit VH E b(p). Dann folgt mit 3.4 und 
2.3 such G2 E h(p). G, besitzt einen treuen, irreduziblen Modul W iiber 
GF(p). Sei Ga die zerfallende Erweiterung von Wmit G, . Dann ist Ga E h(p). 
Jedoch ist Gzq = WV, da G$ = V und W der einzige minimale Normal- 
teiler von Ga ist. Also giltp j 1 G~Q / im Widerspruch zu 4.1. Es bleibt der Fall 
char M = p zu betrachten: 
Sei H wieder eine p’-Hallgruppe von G. Nach [I] be&t MH einen irre- 
duziblen nichttrivialen Modul U iiber GF(q) derart, daD U, den irreduziblen 
trivialen Modul als Faktormodul enthdt. Sei V ein irreduzibler Teilmodul 
des induzierten Moduls UC. Dann enthalt V,, nach Nakayama U als Faktor- 
modul. Folglich ist V ein treuer G-Modul, denn da IV der einzige minimale 
Normalteiler von G ist, lage sonst &’ im Kern von V, und folglich wiirde M 
such U zentralisieren im Widerspruch zur Wahl von U. 
Sei Gr die zerfallende Erweiterung von V mit G. Dann ist GFa = V. Es ist 
VH eine p’-Hallgruppe von Gi . Da V,, den Modul U als Faktormodul 
enthalt, enthnlt VH den irreduziblen trivialen H-Modul als Faktormodul. 
Also ist VH/[V, H]H eine nichttriviale q-Faktorgruppe von VH. Wie im 
ersten Teil des Beweises folgt nun VH und damit Gr E h(p). Ebenso besitzt 
Gr einen treuen, irreduziblen Modul W iiber GF(p), und der Widerspruch 
folgt wie oben; w.z.b.w. 
Fur gesittigte Formationen b(p) ergibt sich nun der folgende Satz: 
4.4 SATZ. Sei fi eine Sckunck-Klasse und Q(p) gesiittigt fiir alle p. Genau 
dann ist $j eine NE-Klasse, wenn es Primzaklmengen r und $gibt mit $j = 5&e,; 
dabei kann # = (q / 2, E $5) gew&klt werden. 
Beweis. 1st !$ = nPPEP &P eine NE-Klasse und h(p) gedttigt fiir alle p, 
so ist b(p) = b(r) = lj fiir alle p, r E p, und nach 3.6 ist $ = 6, fur ein rr. 
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und damit $j = &&G*, q5 = p’- ~rn~~~~~.~t sind die 
[Z] NE-Klassen; w.z.b.w. 
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